
TD 27 : Espaces vectoriels Indications

Structure d’espace vectoriel

1 ⋆ Montrer que les ensembles suivants sont des
espaces vectoriels :

1) E =
{
(x,y,z) ∈ R3 | 2x+6y−3z = 0

}
2) E =

{
(un) ∈ RN | (un)est convergente

}
3) E =

{
f ∈ RR | f (2) = 0

}
4) E = {A ∈Mn(R) | A11 = 0}

2 ⋆⋆ Montrer que les ensembles suivants ne sont
pas des espaces vectoriels :

1) E =
{
(x,y,z) ∈ R3 | 2x+6y−3z = 1

}
2) E =

{
(x,y) ∈ R2 | x ≤ y

}
3) E =

{
(x,y) ∈ R2 | xy = 0

}
4) E =

{
(un) ∈ RN | lim

n→+∞
un ≥ 0

}
5) E =

{
f ∈ RR | f (0) = 2

}
6) E =

{
P ∈K

[
X
]
| P = 0 ou degP = 1

}
7) E =

{
A ∈M2(R) | A2 = A

}
8) E =

{
f ∈ RR | f (0) f (1)≤ 0

}
3 ⋆⋆ Les ensembles suivants sont-ils des espaces

vectoriels ?

1) E =
{
(x,y) ∈ R2 | x2 − y2 = 0

}
2) E =

{
(x,y) ∈ R2 | x2 + y2 = 0

}
3) E =

{
(x,y,z) ∈ R3 | x+ y+ z ∈Q

}
4) E =

{
(un) ∈ RN | (un)est bornée

}
5) E = GLn(K)

6) E =

{
f ∈ C 1(R) | f ′(0) =

∫ 1

0
f (t)dt

}
7) E =

{
f ∈ RR | f est monotone

}
8) E =

{
F ∈K(X)

∣∣ degF ≤ 0
}

4 ⋆⋆ L’ensemble iR est-il un R-e.v. ? et un C-e.v. ?

5 ⋆⋆ Soit A l’ensemble des suites réelles arithmé-
tiques. Est-ce que A est un e.v. ?
Soit G l’ensemble des suites réelles géométriques. Est-
ce que G est un e.v. ?

6 ⋆⋆⋆ Soit F et G deux s.e.v. d’un K-e.v. E. Mon-
trer que F ∪G est un s.e.v. si et seulement si F ⊂ G ou
G ⊂ F .

Familles libres, génératrices, bases

7 ⋆⋆ Montrer que les familles suivantes sont
libres :

1) F =
(
(1,2,−5,4), (2,3,−3,1)

)
2) F =

(
(1,2,−1), (0,−3,1), (4,0,5)

)
3) F =

(
X +1, X2 +1, X2 +X

)
4) F = ( f1, f2, f3) avec fk : x 7→ ekx pour tout k ∈ J1,3K.

5) F = (A,B,C) avec :

A=

(
1 2
2 1

)
, B=

(
1 0
0 −1

)
, C =

(
5 2
2 5

)

8 ⋆⋆ Montrer que les familles suivantes sont
génératrices (on précisera parfois l’ensemble E si le
contexte ne suffit pas à le déterminer) :

1) F =
(
(1,0), (0,1), (1,1)

)
2) F =

(
(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)

)
3) F =

(
X2, X2+X +1, X2−X +1

)
avec E =K2

[
X
]

.

9 ⋆⋆ Trouver une famille génératrice des s.e.v.
suivants :

1) F =
{
(x,y,z) ∈ R3 | z = 0

}
2) F =

{
(x,y,z) ∈ R3 | x+2y− z = 0

}
3) F =

{
(x,y,z) ∈ R3 | x+2y− z = y− z = 0

}
4) F =

{
(x,y,z, t) ∈ R3 | x = y = 2z = 4t

}
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10 ⋆⋆ Trouver une base des s.e.v. suivants :

1) F =D2(R), i.e. l’ensemble des matrices diagonales.

2) F = S2(R), i.e. celui des matrices symétriques.

3) F =A2(R), i.e. celui des matrices antisymétriques.

11 ⋆⋆ (Archi-classique) Soit n ∈ N et P0, · · · ,Pn des
polynômes tels que pour tout k ∈ J0,nK, degPk = k. Mon-
trer que (P0, · · · ,Pn) est une famille libre.

12 ⋆⋆ On considère R comme un Q-e.v. Montrer

que la famille (1,
√

2) est libre, puis que (1,
√

2,
√

3) est
libre. On pourra utiliser sans démonstration que

√
n /∈Q

si n ∈ N n’est pas le carré d’un entier.
Lorsque R est vu comme un Q-e.v., pour montrer
qu’une famille donnée est libre, il faut prendre les sca-
laires λ1,λ2, · · · dans Q !

13 ⋆⋆ Déterminer si les familles suivantes sont
libres ou liées :

1) F = ( f ,g,h) avec :

f : x 7→ cosx, g : x 7→ cos(3x), h : x 7→ cos3(x)

2) F =
(
(1,1,a), (1,a,1), (a,1,1)

)
avec a ∈ R.

3) F =
(
(1,a,2a2), (a,2a2,3a3), (a2,3a3,4a4)

)
avec

a ∈ R.

1) Penser à la linéarisation de cos3(x).

2) Reformuler la question en termes d’un système li-
néaire dont a est un paramètre, puis discuter en
fonction de a.

14 ⋆⋆⋆ Montrer que les familles suivantes sont
libres :

1) F = (x 7→ eax)a∈R

2) F =

(
1[

a,+∞

[)
a∈R

3) F =

(
1

X −a

)
a∈R

Pour montrer que la famille de fonctions ( fa)a∈R est
libre, il faut prendre a1, · · · ,an ∈ R quelconques véri-
fiant a1 < .. . < an. Ensuite, il suffit de montrer que les
fonctions fa1 , · · · , fan sont libres.

Somme de s.e.v.

15 ⋆ Soit E un K-e.v. Soit n ∈ N∗ et u,v ∈ E. Mon-
trer que Vect(u)+Vect(v) = Vect(u,v).

16 ⋆ Dans R
[
X
]

, on considère

E1 =Vect
(
X2 +1, X4 −1

)
E2 =Vect

(
X2, X4 +X

)
La somme E1 +E2 est-elle directe ?

17 ⋆⋆ On considère les ensembles A =
{(x,x,x) | x ∈ R} et B = {(0,y,z) | y,z ∈ R}.

1) Montrer que A et B sont des sous-espaces supplé-
mentaires dans R3.

2) Écrire les vecteurs u = (1,2,1) et v = (2,3,−1) sous
la forme a+b avec a ∈ A et b ∈ B.

18 ⋆⋆ Soit E un K-e.v. Soit F et G deux s.e.v. de E.
Montrer que F ∩G = F +G ⇐⇒ F = G.

19 ⋆⋆ Montrer que C 1(R) = F ⊕G, avec

F :=
{

f ∈ C 1(R) | f (0) = f ′(0) = 0
}

G := {x 7→ ax+b | a,b ∈ R}

20 ⋆⋆ Soit E = RR. On considère P l’ensemble
des fonctions paires et I celui des fonctions impaires.

1) Montrer que P et I sont des s.e.v. de E.

2) Montrer que E = P⊕I . Indication : on pourra rai-
sonner par analyse-synthèse.

21 ⋆⋆ Soit E = R3
[
X
]

et

F = R1
[
X
]

G =
{

P ∈ E | P(1) = P′(1) = 0
}

1) Montrer que F et G sont des s.e.v. supplémentaires
dans E . Indication : on pourra considérer une divi-
sion euclidienne par (X −1)2.

2) Déterminer la décomposition des polynômes
1, X , X2 et X3 selon F et G.

1) Si P(1) = P′(1) = 0, que peut-on dire de 1 en tant
que racine de P ? Que peut-on en déduire en termes
de divisibilté de P ?
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