TD 27 : Espaces vectoriels Indications

Structure d’espace vectoriel

# Montrer que les ensembles suivants sont des
espaces vectoriels :

) E={(x,52) € R?|2x+6y—3z=0}
2) E= {(un) e RY | (uy) est convergente}
3) E= {feRR|f(2):O}

4) E={A e M,(R)|A};; =0}

#4:  Montrer que les ensembles suivants ne sont
pas des espaces vectoriels :

) E={(xyz) eR|2x+6y—3z=1}
2) E={(x,y) eR*|x <y}
3) E={(x,y) eR? | xy=0}

v E={(w) e

5) E:{feRRU‘(O):Z}
6) E={PcK[X]|P=0ou degP =1}
7 E={Ac My(R)|A*=A}

8 £={f R f(0)f(1) <0}

RN | lim u,,zo}

n—r—+oo

*#* Les ensembles suivants sont-ils des espaces
vectoriels ?

1) E={(x,y) eR? | x*—y? =0}

2) E={(x,y) € R? | x? +y? =0}

3) E={(x,y2) €eR?|x+y+z€Q}
4) E = {(un) e RN (uy,)est bornée}
5) E = GL,(K)

mEz{fe%wwumnzévwm}

7) E= {f e R®| fest monotone}

8) E={F € K(X) | degF <0}

(4 )»+ LensembleiRest-ilunR-e.v.2 etun C-e.v.?

@ ##% Soit A 'ensemble des suites réelles arithmé-
tiques. Est-ce que A estun e.v. ?

Soit G I'ensemble des suites réelles géométriques. Est-
ceque Gestune.v.?

@ *#dr  Soit F et G deuxs.e.v. d'un K-e.v. E. Mon-
trer que F UG est un s.e.v. si et seulement si ¥ C G ou
GCF.

Familles libres, génératrices, bases

*4:  Montrer que les familles suivantes sont
libres :

D F=((1,2-54),2,3,-3,1)

2) F = ((1727_1)7 (07_371)7 (47075)>

3) F=(X+1,X>+1,X*+X)

4) F=(f1,f2,f3) avec fi : x — ¢ pour tout k € [1,3].
5) F =(A,B,C) avec:

=(31) s (6 0) =(33)

*#:  Montrer que les familles suivantes sont
génératrices (on précisera parfois 'ensemble E si le
contexte ne suffit pas a le déterminer) :

1) F= ((170)7 (07 1)7 (171))
2) F= ((1,1,0), (1,0,1), (0,1,1))
3) F= <X2,X2+X+1,X2—X+1> avec E =K, [X].

@ #4:  Trouver une famille génératrice des s.e.v.
suivants :

1) F={(x,52) €R3|Z—O}

2) F={(x,52) ) ERY | x42y— z=0}

3) F={(x,52) YER? [x+2y—z=y— z=0}
4) F={(x,y,z1) R |x=y=2z7=4t}
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#% Trouver une base des s.e.v. suivants :
1) F =D,(R),i.e.I'ensemble des matrices diagonales.
2) F =&,(R), i.e. celui des matrices symétriques.

3) F = A»(R), i.e. celui des matrices antisymétriques.

** (Archi-classique) Soitn € NetPy,---,P, des
polynomes tels que pour toutk € [0, ], deg P, = k. Mon-
trer que (P, - ,P,) est une famille libre.

##* On considere R comme un Q-e.v. Montrer
que la famille (1,/2) est libre, puis que (1,v/2,v/3) est
libre. On pourra utiliser sans démonstration que /n ¢ Q
sin € N n'est pas le carré d’'un entier.

Lorsque R est vu comme un (Q-e.v., pour montrer

gu’'une famille donnée est libre, il faut prendre les sca-
laires 41,45, - dans Q!

#% Déterminer si les familles suivantes sont
libres ou liées :

1) F=(f,gh)avec:

fixrscosx, g:xwcos(3x), h:xrs cos’(x)
2) F= ((l,l,a), (1,a,1), (a,1,1)> aveca € R.

3) F= ((1,a,2a2), (a,24%,3a%), (a2,3a3,4a4)) avec
acR.

1) Penser 2 la linéarisation de cos® (x).

2) Reformuler la question en termes d’un systéme li-
néaire dont a est un parametre, puis discuter en
fonction de a.

#%#% Montrer que les familles suivantes sont
libres :

) F=(x—e")ser
2 F (]1 )
[a’+w[ acR

1
7= <X_a>a€]R

Pour montrer que la famille de fonctions (f;),cr est
libre, il faut prendre ay,--- ,a, € R quelconques véri-
fianta; < ... < a,. Ensuite, il suffit de montrer que les
fonctions f,,,---, fu, sontlibres.

Somme de s.e.v.

* Soit E un K-e.v. Soitn € N* et u,v € E. Mon-
trer que Vect(u) + Vect(v) = Vect(u,v).

* DansR[X], on considere

E;=Vect(X*+1,X*—1) E» =Vect (X*,X* +X)

La somme E| + E, est-elle directe ?

*tr On considere les ensembles A =
{(x,x,x) [x€eR}etB={(0,y,2) | y,z € R}.

1) Montrer que A et B sont des sous-espaces supplé-
mentaires dans R>.

2) Ecrireles vecteursu = (1,2,1) etv = (2,3, —1) sous
laformea+bavecacAeth € B.

¥ Soit E un K-e.v. Soit F et G deux s.e.v.de E.
Montrerque FNG=F+G < F =G.

#% Montrer que €' (R) = F @ G, avec

F:={fe?'(R)| f(0) = f'(0) =0}
G:={x—ax+b|abecR}

#% Soit E = R®. On considere P I'ensemble
des fonctions paires et Z celui des fonctions impaires.

1) Montrer que P etZ sontdes s.e.v.de E.

2) Montrer que E =P & 1. Indication : on pourra rai-
sonner par analyse-synthese.

(21 )»* SoitE =R3[X] et
F=R|[X] G={PecE|P(1)=P(1)=0}

1) Montrer que F et G sont des s.e.v. supplémentaires
dans E. Indication : on pourra considérer une divi-
sion euclidienne par (X — 1)

2) Déterminer la décomposition des polyndmes
1, X, X% et X3 selon F et G.

1) SiP(1) = P'(1) =0, que peut-on dire de 1 en tant
que racine de P ? Que peut-on en déduire en termes
de divisibilté de P ?
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